Subiecte proiect: Optimizarea Formelor 2025

Beniamin Bogosel

December 10, 2025

Instructiuni:

* Rezolvdrile se vor redacta si se vor trimite pe email la adresa beniamin.bogosel@uav.
ro. Mentionati numele, prenumele, Proiect MMST in subiectul email-ului. Deadline-ul este
o saptdmana dupa finalizarea cursului.

* Cei care intentionati sd faceti proiectul trebuie sd ma anuntati. Ceilalti vor da examen Tn mod
obignuit la data anuntata in sesiune.

* Pentru obtinerea unei note bune se asteaptd ca rezolvdrile sa fie redactate cu grija si riguros.
Redactarea poate fi computerizatd sau manuscritd (scan PDF cu conditia ca scrisul sa fie
lizibil). Daca aveti dificultdti cereti referinte si puneti intrebdrile corespunzdtoare pe email
sau 1n timpul cursurilor ce mai rdman.

Problema 1. Fie P un poligon cu n varfuri avand coordonatele (z1,¥1), ..., (Tn, Yn)-
a) Sa se calculeze perimetrul lui P in functie de coordonatele varfurilor.

b) Sa se calculeze aria lui P in functie de coordonatele varfurilor

c¢) Se considera problema de optimizare:

min Per(P).
|P|=c F)
Scrieti conditiile de optimalitate pentru aceastd problema.
d) Demonstrati ca solutia problemei precedente este datd de poligonul regulat.

Problema 2. Fie 7" un triunghi cu laturile a, b, c cu aria S. Sa se demonstreze ca:

a) a® 4+ b? + ¢ > 4/38.

b) Si se demonstreze cd a® + b% + ¢ > (a — b)? + (b — ¢)® + (c — a)? + 41/3S. De ce aceastd
inegalitate este o imbundtdtire a inegalitifii precedente?

c) Prezentati o demonstratie grafica a inegalitdtii de la punctul b) (hint: https://mathproblems123.
wordpress.com/2022/06/05/weitzenbocks—inequality—-graphical-proof/

Problema 3. Se noteazd cu IR, r razele cercurilor circumscris §i, respectiv, inscris intr-un tri-
unghi.

a) Dacd R > 0 este fixat, care este perimetrul maxim al triunghiului? Care este aria maxima?
Ce puteti spune despre problema minimizarii ariei si perimetrului in acest context?

b) Daca r > 0 este fixat, care este perimetrul minim al triunghiului? Care este aria minima? Ce
puteti spune despre problema maximizarii ariei i perimetrului in acest context?


https://mathproblems123.wordpress.com/2022/06/05/weitzenbocks-inequality-graphical-proof/
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Problema 4. Descrieti constructia tetraedrelor lui Meissner si prezentati cum se poate calcula
aria si volumul acestor corpuri.
[Bibliografie: https://arxiv.org/abs/2310.17672]

Problema 5. a) Demonstrati ca limita in sensul Hausdorff al unui sir de discuri cu razele r,, ce
converg la un numir > 0 si centrele ¢, ce converg la un punct ¢ este discul B(c, r).

b) Fie &, un sir de elipse cu centrele x,, si semi-axele a,,, b,. Presupunem ca z, — z, a,, —
a > 0,b, — b > 0. Demonstrati cd £, — £ in sensul Hausdorff, unde £ este elipsa centratd in x
cu semi-axele a, b.

Problema 6. Se considerd F o functionald de forme continud pentru convergenta Hausdorff
Q, = Q= F(Q,) — F(Q)). Notdm cu A clasa formelor convexe in R? continute intr-un disc
D derazd R > 0 fixata.

a) Fie (€2,,) C A un sir de forme convexe. Care rezultat ne permite sd afirmam ci €2,, contine
subsiruri convergente?

b) Fie (2,,) C A un sir de forme convexe ce converge la 2 in sensul Hausdorff. Demonstrati ci
() poate fi

* un punct

* un segment

* o formad convexd
Dati un exemplu in fiecare dintre aceste cazuri.

¢) Demonstrati cd problema

7

admite solutii.

Problema 7. Prezentati demonstratia teoremei Blaschke-Lebesgue folosind poligoane circum-
scrise cu 3 - 2" laturi. [Bibliografie: Yaglom-Boltjanskii, Capitolul 7].

Problema 8. Prezentati demonstratia teoremei Blaschke-Lebesgue folosind volume mixte
(definitia si proprietdtile volumelor mixte vor fi amintite). [Bibliografie: https://arxiv.
org/abs/2311.14618]

Problema 9. Fiecare triunghi 7" admite o infinitate de elipse inscrise (tangente la fiecare dintre
cele 3 laturi).

a) Demonstrati cd dacd X, Y, Z sunt punctele de tangenta ale elipsei E pe laturile BC,C A, AB
atunci AX, BY, C'Z sunt concurente.

b) Demonstrati reciproca lui a). Concluzionati ca existd o elipsd S' (numitd inelipsa lui Steiner)
care este tangenta la laturile triunghiului in mijloacele acestora.

c) Demonstrati cd dintre toate elipsele inscrise 1n triunghiul dat, inelipsa lui Steiner maxi-
mizeaza aria.

[Bibliografie: https://beniamin-bogosel.github.io/pdfs/mardenthm.pdf]

Problema 10. O formd convexd K are largime minimald w dacd pentru orice pereche de tan-
gente paralele distanta dintre acestea este cel putin w. Demonstrati cd printre toate formele avand
largime minimald 1, triunghiul echilateral are aria minimd. [Bibliografie: Yaglom-Boltjanskii,
Capitolul 6]


https://arxiv.org/abs/2310.17672
https://arxiv.org/abs/2311.14618
https://arxiv.org/abs/2311.14618
https://beniamin-bogosel.github.io/pdfs/mardenthm.pdf

